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Î ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé â ðÿäû
ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå è ïî ñîáñòâåííûì óíêöèÿì
îïåðàòîðà ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëîì  ðàñïðåäåëåíèåì
Ñàäîâíè÷àÿ È. Â.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îïåðàòîð ØòóðìàËèóâèëëÿ
Ly = l(y) = −d
2y
dx2
+ q(x)y, (1)
â ïðîñòðàíñòâå L2[0, π] ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå y(0) = y(π) = 0. Ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî ïîòåíöèàë q(x) = u′(x), u ∈ W θ2 [0, π], 0 < θ < 1/2. Ïðîèçâîäíàÿ çäåñü ïîíèìàåòñÿ â
ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé, à ÷åðåç W θ2 [0, π] ìû îáîçíà÷àåì ñîáîëåâñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ äðîá-
íûì ïîêàçàòåëåì (ñì., íàïðèìåð, [1, ï. 4.2℄). Îïåðàòîðû òàêîãî âèäà áûëè îïðåäåëåíû â
ðàáîòå [2℄. Â ðàáîòàõ [2℄  [3℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð L ðåäãîëüìîâ ñ èíäåêñàìè
(0,0) (â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ïîòåíöèàëà  ñàìîñîïðÿæåí), ïîëóîãðàíè÷åí, èìååò ÷èñòî
äèñêðåòíûé ñïåêòð. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû îá îïåðàòîðå L, ïîëó÷åííûå â [2℄  [4℄ è íåîá-
õîäèìûå íàì â äàííîé ðàáîòå, áóäóò ïðèâåäåíû íèæå.
Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ðàâíîìåðíîé íà âñåì îòðåçêå [0, π] ðàâíîñõîäèìî-
ñòè ðàçëîæåíèÿ óíêöèè f â ðÿä ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé
îïðåðàòîðà L ñ åå ðàçëîæåíèåì â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå ñèíóñîâ. Ýòà çàäà÷à õîðîøî èç-
âåñòíà â êëàññè÷åñêîé òåîðèè îïåðàòîðîâ ØòóðìàËèóâèëëÿ (â ñëó÷àå, êîãäà ïîòåíöèàë
ëîêàëüíî ñóììèðóåì). Â ìîíîãðàèè Â. À. Ìàð÷åíêî [5, 3, ãë. 1℄ áûëà äîêàçàíà ðàâíîìåð-
íàÿ ðàâíîñõîäèìîñòü â ñëó÷àå, åñëè f ∈ L2[0, π], à q  êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ñóììèðóåìàÿ
óíêöèÿ. Â 1985 ãîäó Â. À. Èëüèí ïîëó÷èë ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå, êîãäà f ∈ L1[0, π], q
 êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ñóììèðóåìàÿ óíêöèÿ (ñì. [6℄). Â. À. Âèíîêóðîâ è Â. À. Ñàäîâíè-
÷èé â [7℄ äîêàçàëè òåîðåìó î ðàâíîñõîäèìîñòè äëÿ ñëó÷àÿ îïåðàòîðîâ ñ ïîòåíöèàëîì 
ïðîèçâîäíîé óíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, ïðè ýòîì f ∈ L1[0, π].
Âîïðîñ î ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè äëÿ êëàññè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ èçó÷àëñÿ â ñòàòüå
À. Ì. îìèëêî è . Â. àäçèåâñêîãî [8℄. Çäåñü ìû ïîêàæåì, ÷òî, åñëè ïåðâîîáðàçíàÿ u
îò ïîòåíöèàëà  êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ óíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà W θ2 [0, π], 0 < θ < 1/2, òî
äëÿ ëþáîé óíêöèè f èç ïðîñòðàíñòâà L2[0, π] ìîæíî îöåíèòü ñêîðîñòü ðàâíîñõîäèìîñòè
ðàâíîìåðíî ïî øàðó u ∈ Bθ,R = {v ∈ W θ2 [0, π]|‖v‖W θ2 6 R}. Îöåíêè òàêîãî âèäà ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè äàæå äëÿ êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ q ∈ L2[0, π].
Ñëó÷àé θ = 0 ÿâëÿåòñÿ îñîáûì è òðåáóåò îòäåëüíîãî èçó÷åíèÿ. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû
î ðàâíîñõîäèìîñòè â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ñèíãóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà áûëè àíîíñèðîâà-
íû àâòîðîì â ðàáîòå [9℄, íî èõ ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî îïóáëèêîâàíî íå áûëî. Ñëó÷àé
êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà u ∈ L2[0, π] àâòîð ïëàíèðóåò ðàññìîòðåòü â äðóãîé ðàáîòå.
1
1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû.
Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ îá îïåðàòîðå (1). Îáîçíà÷èì
÷åðåç ω(x, λ) ðåøåíèå äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ −ω′′ + qω = λω ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè ω(0, λ) = 0, ω[1](0, λ) = 1 (çäåñü ω[1] = ω′ − uω  ïåðâàÿ êâàçèïðîèçâîäíàÿ). ßñíî,
÷òî íóëè öåëîé óíêöèè ω(π, λ) ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà L. Àë-
ãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ0 ìû áóäåì íàçûâàòü êðàòíîñòü íóëÿ
λ0 óíêöèè ω(π, λ). Â ñèëó òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, ãåîìåòðè÷åñêàÿ
êðàòíîñòü êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ðàâíà 1. Ïóñòü λ0 åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè p > 2. Çàìåòèì, ÷òî óíêöèè ω
(j)
λ (x, λ), j = 1, 2, . . . , p − 1 óäî-
âëåòâîðÿþò äèåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì l(ω
(j)
λ ) = λω
(j)
λ + ω
(j−1)
λ , ïðè÷åì ω
(j)
λ (0, λ) ≡ 0.
Êðîìå òîãî, ω
(j)
λ (π, λ0) = 0. Òàêèì îáðàçîì, óíêöèè ω
(j)
λ (x, λ0), j = 0, 1, . . . , p−1 îáðàçóþò
öåïî÷êó èç ñîáñòâåííîé è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé, îòâå÷àþùóþ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ
λ0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óíêöèè ýòîé ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à çíà÷èò ïîðîæäàþò
ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè p. Îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ {λn}∞n=1 è çàíóìåðóåì
èõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ìîäóëÿ |λ1| 6 |λ2| 6 . . . ñ ó÷åòîì àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè. Â
ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ ìîäóëåé íóìåðàöèþ áóäåì âåñòè ïî âîçðàñòàíèþ àðãóìåíòà, çíà÷åíèÿ
êîòîðîãî âûáèðàþòñÿ èç ïîëóèíòåðâàëà (−π, π]. Ïîä ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåí-
íûõ óíêöèé {yn(x)}∞n=1 ìû áóäåì ïîíèìàòü ñèñòåìó, ïîëó÷åííóþ íîðìèðîâêîé ‖yn‖L2 = 1
ñèñòåìû
∞⋃
k=1
{ω(j)λ (x, λk)}pkj=0 (çäåñü λk  âñå ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, pk  àëãåáðà-
è÷åñêàÿ êðàòíîñòü λk). Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ïîòåíöèàëà âñå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè.
Óòâåðæäåíèå 1. (ñì. òåîðåìó 2.9 ðàáîòû [4℄) Ïóñòü u ∈ W θ2 [0, π] ïðè íåêîòîðîì
θ ∈ [0, 1/2). Òîãäà ñèñòåìà {yn(x)}∞n=1 ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé îïåðàòîðà
L îáðàçóåò áàçèñ èññà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, π].
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà {wn(x)}∞n=1 (ò.å. ñè-
ñòåìà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (yn(x), wm(x)) = δ
m
n ).
1
Â íàøåì ñëó÷àå ñèñòå-
ìó {wn(x)}∞n=1 ìîæíî âûïèñàòü ÿâíî â âèäå êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñîáñòâåí-
íûõ è ïðèñîåäèíåííûõ óíêöèé îïåðàòîðà L∗ = −d2/dx2 + q(x) (ñì. [10℄). Â ÷àñòíîñòè,
wn(x) = yn(x)/(yn(x), yn(x)), åñëè ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λn èìååò àëãåáðàè÷åñêóþ êðàò-
íîñòü 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç lθ2 ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {αn}∞n=1, äëÿ êîòîðûõ( ∞∑
n=1
|αn|2n2θ
)1/2
= ‖{αn}‖lθ
2
< ∞. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîé óíêöèè u ∈ W θ2 [0, π],
0 < θ < 1/2, âûïîëíåíî: C1‖{un}‖lθ
2
6 ‖u‖W θ
2
6 C2‖{un}‖lθ
2
, ãäå un = (2/π)(u(x), sinnx).
Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü u ∈ W θ2 [0, π], 0 < θ < 1/2, à ‖u‖W θ2 6 R. Òîãäà, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî íîìåðà N = Nθ,R (íèæíèå èíäåêñû çäåñü è â äàëüíåéøåì óêàçûâàþò íà òî,
÷òî âûáîð íîìåðà N çàâèñèò òîëüêî îò θ è R è íå çàâèñèò îò äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê
ïîòåíöèàëà), âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà L ïðîñòû, à äëÿ óíêöèé yn è wn
1
âñþäó â äàëüíåéøåì ñèìâîëîì (·, ·) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå
L2[0, pi]; áèîðòîãîíàëüíîñòü ïîíèìàåòñÿ òàêæå â L2[0, pi]
2
ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà
yn(x) =
√
2
pi
sinnx+ ϕn(x), wn(x) =
√
2
pi
sin nx+ ψn(x),
y′n(x) = n
(√
2
pi
cos nx+ ηn(x)
)
+ u(x)
(√
2
pi
sin nx+ ϕn(x)
)
n = N,N + 1, . . . ,
(2)
ïðè÷åì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γn}∞n=N = {‖ϕn(x)‖C + ‖ψn(x)‖C + ‖ηn(x)‖C}∞n=N ∈ lθ2 è åå
íîðìà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åíà ïîñòîÿííîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò θ è R. Êðîìå
ýòîãî, ïðè n > N
ψn(x) = αn sinnx+ βn cosnx−
x∫
0
u(t) sinn(x− 2t)dt+ ψ1n(x), (3)
ãäå íîðìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {|αn|+ |βn|}∞n=N â ïðîñòðàíñòâå lθ2, à òàêæå íîðìà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {‖ψ1n(x)‖C}∞n=N â l1 îãðàíè÷åíû âåëè÷èíîé Cθ,R.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ (ñ îöåíêàìè îñòàòêîâ, çàâèñÿùèìè îò ïîòåíöèàëà)
áûëî ïðèâåäåíî â ðàáîòå [3℄ (òåîðåìà 3.13). Ýòî äîêàçàòåëüñòâî îïèðàëîñü íà àñèìïòî-
òè÷åñêèå îðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà L, ïîëó÷åííûå â òîé æå ñòàòüå.
Îäíàêî ïîçæå, â ðàáîòå [4℄, áûëè âûâåäåíû àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ îöåíêàìè
îñòàòêîâ, ðàâíîìåðíûìè ïî øàðó u ∈ Bθ,R. Ñ ó÷åòîì ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, ðàññóæäåíèÿìè,
ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûìè äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.13 ðàáîòû [3℄, ìîæíî ïîëó÷èòü îð-
ìóëû (2)(3).
Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü u ∈ W θ2 [0, π], ãäå 0 < θ < 1/2, è ‖u‖W θ2 6 R. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò òàêîé íîìåð Nθ,R, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > Nθ,R îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ
Pn(u), îïðåäåëåííûé ïî ïðàâèëó Pnf =
n∑
k=1
(f, wn)yn è äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà
L2[0, π] â ïðîñòðàíñòâî W
1
2 [0, π], íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà u. À èìåííî,
‖Pn(u)− Pn(u0)‖L2→W 12 → 0, åñëè ‖u− u0‖W θ2 → 0.
Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [3℄ (òåîðåìà 1.9) è êëàññè÷åñêèõ ðå-
çóëüòàòîâ î ïîëóíåïðåðûâíîñòè èçîëèðîâàííûõ ÷àñòåé ñïåêòðà (ñì. [11, òåîðåìû IV.2.23
è IV.3.16℄). Áîëåå ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî àêòà ïðèâåäåíî â [10℄.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî N ýòî óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåâåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü R äîñòàòî÷íî âåëèêî, óíêöèÿ u êîìïëåêñíîçíà÷íà, à λn(u)
è λn+1(u)  ïàðà ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïðè èçìåíåíèè óíêöèè u â øàðå Bθ,R
ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîãóò íà÷àòü ñáëèæàòüñÿ è çàòåì, ïðè íåêîòîðîì u0, ñòîëêíóòü-
ñÿ, îáðàçîâàâ êëåòêó. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî (yn, yn)→ 0 ïðè u→ u0.
Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî äëÿ ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âåêòîð wn áèîðòîãîíàëüíîé ñè-
ñòåìû èìååò âèä wn(x) = yn(x)/(yn(x), yn(x)). Òàêèì îáðàçîì, íîðìà âåêòîðà wn, à çíà÷èò,
è îäíîìåðíîãî ïðîåêòîðà Pnf = (f, wn)yn, íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ïðè u→ u0.
2. Îñíîâíàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü R > 0. àññìîòðèì îïåðàòîð (1), äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå
L2[0, π], ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå, ïîòåíöèàë êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-
ùèì óñëîâèÿì: q(x) = u′(x), ãäå êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ óíêöèÿ u ∈ W θ2 [0, π], 0 < θ < 1/2,
3
ïðè÷åì ‖u‖W θ
2
6 R. Ïóñòü {yn(x)}∞n=1  íîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ è ïðè-
ñîåäèíåííûõ óíêöèé îïåðàòîðà L, {wn(x)}∞n=1  áèîðòîãîíàëüíàÿ ê íåé ñèñòåìà. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîé óíêöèè f ∈ L2[0, π] îáîçíà÷èì cn = (f(x), wn(x)), cn,0 =
√
2/π(f(x), sinnx).
Òîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî M = Mθ,R òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî m > M
∥∥∥∥∥
m∑
n=1
cnyn(x)−
m∑
n=1
√
2
π
cn,0 sin nx
∥∥∥∥∥
C
6 Cθ,R,ε

√ ∑
n>
√
m
|cn,0|2 + ‖f‖L2
mθ/2−ε

 . (4)
Çäåñü ε ñêîëü óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. àññìîòðèì îïåðàòîðû Bm,N : L2[0, π] → C[0, π], äåé-
ñòâóþùèå ïî ïðàâèëó
Bm,Nf(x) :=
m∑
n=N
cnyn(x)−
m∑
n=N
√
2
π
cn,0 sinnx,
ãäå f ∈ L2[0, π]. Ïðè N = 1 áóäåì îïóñêàòü âòîðîé èíäåêñ: Bm,1 =: Bm.
Ïóñòü òåïåðü N = Nθ,R  íàèáîëüøåå èç äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóùåñòâîâàíèå êîòî-
ðûõ ïîñòóëèðóåòñÿ â óòâåðæäåíèÿõ 2 è 3.
Øàã 1 (îöåíêà íîðìû îïåðàòîðà Bm,N).
Ïóñòü R > 0, ‖u‖W θ
2
6 R, 0 < θ < 1/2. Òîãäà
‖Bm,N(u)‖L2→C 6 Cθ,R. (5)
Ýòîò øàã ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1. Åñòåñòâåííî, îí íàèáîëåå
ñëîæåí.
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé óíêöèè f ∈ L2[0, π]
Bm,Nf(x) =
m∑
n=N
√
2
π
(f(t), ψn(t)) sinnx+
m∑
n=N
√
2
π
(f(t), sinnt)ϕn(x) +
m∑
n=N
(f(t), ψn(t))ϕn(x).
(6)
Îöåíèì êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (6) ïî îòäåëüíîñòè (íàèáîëåå
òÿæåëîé çäåñü áóäåò îöåíêà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî). Â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêèõ îðìóë (3)
(f(t), ψn(t)) = αn(f(t), sinnt) + βn(f(t), cosnt)−
−
pi∫
0
f(t)
t∫
0
u(s) sinn(t− 2s)dsdt+
pi∫
0
f(t)ψ1n(t)dt. (7)
Òàê êàê ‖{αn}‖lθ
2
6 Cθ,R, òî∥∥∥∥∥
m∑
n=N
√
2
π
αn(f(t), sinnt) sin nx
∥∥∥∥∥
C
6 Cθ,R‖f‖L2.
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Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (7). Íàèáîëåå ñëîæ-
íûìè äëÿ îöåíêè ÿâëÿåòñÿ òðåòüå ñëàãàåìîå. Ïðèìåíèâ îðìóëó ðàçíîñòè êîñèíóñîâ, ïî-
ëó÷èì∥∥∥∥∥∥
m∑
n=N
sin nx
pi∫
0
f(t)
t∫
0
u(s) sinn(t− 2s)dsdt
∥∥∥∥∥∥
C
=
1
2
∥∥∥∥∥∥
pi∫
0
f(t)
t∫
0
u(s)
m∑
n=N
(cosn(t− 2s+ x)−
− cosn(t− 2s− x))dsdt
∥∥∥∥∥
C
6
1
2
∥∥∥∥∥∥
pi∫
0
f(t)
t∫
0
u(s)(Dm(t− 2s+ x)−Dm(t− 2s− x))dsdt
∥∥∥∥∥∥
C
+
+
1
2
∥∥∥∥∥∥
pi∫
0
f(t)
t∫
0
u(s)(DN−1(t− 2s+ x)−DN−1(t− 2s− x))dsdt
∥∥∥∥∥∥
C
,
ãäå Dm(ξ) = 1/2 +
m∑
n=1
cos nξ  ÿäðî Äèðèõëå. Çàìåòèì, ÷òî N = Nθ,R è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå íå ïðåâîñõîäèò Cθ,R‖f‖L2. àçîáüåì ïåðâîå ñëàãàåìîå íà ñóììó äâóõ
è îöåíèì îäèí èç èíòåãðàëîâ (âòîðîé ìîæíî îöåíèòü àíàëîãè÷íî).∥∥∥∥∥∥
pi∫
0
f(t)
t∫
0
u(s)Dm(t− 2s+ x)dsdt
∥∥∥∥∥∥
C
6
∥∥∥∥∥∥
pi∫
0
x+t∫
x−t
f(t)u
(
t+ x
2
)
Dm(ξ)dξdt
∥∥∥∥∥∥
C
+
+
∥∥∥∥∥∥
pi∫
0
x+t∫
x−t
f(t)
(
u
(
t− ξ + x
2
)
−u
(
t+ x
2
))
Dm(ξ)dξdt
∥∥∥∥∥
C
= I1 + I2
Çàìåòèì, ÷òî I1 6 Cθ,R‖f‖L2, ïîñêîëüêó
∣∣∣∣x+t∫
x−t
Dm(ξ)dξ
∣∣∣∣ 6 C (ñì., íàïðèìåð, [12, ãë. 1 35℄).
Äàëåå,
I2 6

 pi∫
0
|f(t)|2dt


1/2
·
∥∥∥∥∥∥
pi∫
0
∣∣∣∣∣∣
x+t∫
x−t
(
u
(
t− ξ + x
2
)
− u
(
t + x
2
))
Dm(ξ)dξ
∣∣∣∣∣∣
2
dt
∥∥∥∥∥∥
1/2
C
. (8)
àññìîòðèì âíóòðåííèé èíòåãðàë âî âòîðîì ñîìíîæèòåëå ïðàâîé ÷àñòè (8). Òàê êàê
|Dm(ξ)| 6 C/|ξ| ([12, ãë. 1 32℄), òî∣∣∣∣∣∣
x+t∫
x−t
(
u
(
t− ξ + x
2
)
− u
(
t + x
2
))
Dm(ξ)dξ
∣∣∣∣∣∣ 6 C
x+t∫
x−t
1
|ξ|
∣∣∣∣u
(
t− ξ + x
2
)
− u
(
t+ x
2
)∣∣∣∣ dξ 6
6 C

x+t∫
x−t
1
|ξ|1−2θ dξ


1/2
x+t∫
x−t
1
|ξ|1+2θ
∣∣∣∣u
(
t− ξ + x
2
)
− u
(
t + x
2
)∣∣∣∣
2
dξ


1/2
.
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Îòñþäà è èç (8) ïîëó÷àåì, ÷òî
I1 + I2 6 Cθ,R‖f‖L2

1 +

 pi∫
0
pi∫
−pi
|u(y − η)− u(y)|2
|η|1+2θ dηdy


1/2

 . (9)
Ìû ñäåëàëè çàìåíó ïåðåìåííîé â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå è ðàñøèðèëè ãðàíèöû èíòåãðèðî-
âàíèÿ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñòîèò íåîòðèöàòåëüíàÿ óíêöèÿ.
2
Îñòàëîñü îöåíèòü äâîéíîé èíòåãðàë â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè. Ïîñêîëüêó ñóììà
‖u‖L2 +
√ ∫
|h|6δ
‖u(x+h)−u(x)‖2L2
|h|2θ+1 dh îïðåäåëÿåò ýêâèâàëåíòíóþ íîðìó â ïðîñòðàíñòâå W
θ
2 [0, π]
(ñì. [1, ï. 4.4.2℄), òî ñðàçó ïîëó÷àåì íåîáõîäèìóþ îöåíêó. Îäíàêî äëÿ óäîáñòâà
÷èòàòåëåé ïðèâåäåì çäåñü òàêæå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî àêòà. Îáîçíà÷èì
Ψ(η) =
pi∫
0
|u(y − η)− u(y)|2dy. Òàê êàê
u(y− η)−u(y) =
∞∑
n=1
un(sin n(y− η)− sin ny) =
∞∑
n=1
un(cosnη−1) sinny−
∞∑
n=1
un sinnη cos ny,
ãäå un = (2/π)(u(y), sinny), òî
Ψ(η) 6
∞∑
n=1
|un|2(cosnη − 1)2 +
∞∑
n=1
|un|2 sin2 nη = 4
∞∑
n=1
|un|2 sin2(nη/2).
Òîãäà
pi∫
0
pi∫
−pi
|u(y − η)− u(y)|2
|η|1+2θ dηdy =
pi∫
−pi
Ψ(η)
|η|1+2θdη = 4
∞∑
n=1
|un|2
pi∫
−pi
sin2(nη/2)
|η|1+2θ dη 6 C
∞∑
n=1
|un|2n2θ.
Ïîñêîëüêó óíêöèÿ u ∈ W θ2 [0, π], òî ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà îãðàíè÷åíà
êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò θ è R. Çíà÷èò, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (9), ìîæåì ïîëó÷èòü
îöåíêó òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â (7):∥∥∥∥∥∥
m∑
n=N
sinnx
pi∫
0
f(t)
t∫
0
u(s) sin n(t− 2s)dsdt
∥∥∥∥∥∥
C
6 Cθ,R‖f‖L2.
Îöåíêà ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â (7) âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç àñèìïòîòèêè (3):
m∑
n=N
∣∣∣∣∣∣
pi∫
0
f(t)ψ1n(t)dt
∣∣∣∣∣∣ 6
m∑
n=N
‖ψ1n(x)‖C
pi∫
0
|f(t)|dt 6 Cθ,R‖f‖L2 .
2
âñþäó â îöåíêàõ èíòåãðàëîâ ïðè íåîáõîäèìîñòè ïîëàãàåì, ÷òî âñå óíêöèè ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæåíû
çà îòðåçîê [0, pi].
6
Òàêèì îáðàçîì, ∥∥∥∥∥
m∑
n=N
√
2
π
(f(t), ψn(t)) sinnx
∥∥∥∥∥
C
6 Cθ,R‖f‖L2 . (10)
Ïåðåéäåì êî âòîðîìó ÷ëåíó ïðåäñòàâëåíèÿ (6). Â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêèõ îðìóë (2):∥∥∥∥∥
m∑
n=N
√
2
π
(f(t), sinnt)ϕn(x)
∥∥∥∥∥
C
6
m∑
n=N
(|fn| · ‖ϕn(x)‖C) 6 Cθ,R‖f‖L2, (11)
ãäå fn =
√
2/π(f(x), sinnx).
Íàêîíåö,∥∥∥∥∥
m∑
n=N
(f(t), ψn(t))ϕn(x)
∥∥∥∥∥
C
6 ‖f‖L2
m∑
n=N
(‖ψn(t)‖L2 · ‖ϕn(x)‖C) 6 Cθ,R‖f‖L2. (12)
Èç íåðàâåíñòâ (10)(12) âûòåêàåò îöåíêà (5).
Øàã 1 çàâåðøåí.
Øàã 2 (îöåíêà íîðìû îïåðàòîðà Bm).
Ïóñòü R > 0, ‖u‖W θ
2
6 R, 0 < θ < 1/2. Òîãäà
‖Bm(u)‖L2→C 6 Cθ,R. (13)
Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð Bm ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû:
Bm = BN−1 + Bm,N = PN−1(u) − PN−1(0) + Bm,N (çäåñü Pn(u)  îïåðàòîðû ïðîåê-
òèðîâàíèÿ, ââåäåííûå â óòâåðæäåíèè 3). Ïîñêîëüêó âûáîð ÷èñëà N çàâèñèò òîëüêî îò
θ è R, òî ‖PN−1(0)‖L2→C 6 Cθ,R. Îñòàåòñÿ îöåíèòü ‖PN−1(u)‖L2→C. Èç óòâåðæäåíèÿ
3 âûòåêàåò, ÷òî íîðìà îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ PN−1, îïðåäåëåííîãî ïî ïðàâèëó
PN−1f =
N−1∑
n=1
(f, wn)yn è äåéñòâóþùåãî èç ïðîñòðàíñòâà L2[0, π] â ïðîñòðàíñòâî W
1
2 [0, π],
îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò θ è R. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü u ∈ W θ2 [0, π],
ãäå 0 < θ < 1/2, ïðè÷åì ‖u‖W θ
2
≤ R. Òîãäà u ∈ W θ/22 [0, π] è ‖u‖W θ/2
2
≤ R. Òàê êàê
âëîæåíèå øàðà ðàäèóñà R ïðîñòðàíñòâà W θ2 [0, π] â ïðîñòðàíñòâî W
θ/2
2 [0, π] êîìïàêòíî, òî
íåïðåðûâíàÿ óíêöèÿ ‖PN−1(u)‖L2→W 12 áóäåò äîñòèãàòü íà íåì ñâîèõ òî÷íûõ ãðàíåé. Â
ñèëó òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà: W 12 [0, π] →֒ C[0, π] (ñì., íàïðèìåð, [1, ï. 4.6.2℄) èìååì,
÷òî ‖PN−1(u)‖L2→C 6 ‖PN−1(u)‖L2→W 12 6 Cθ,R.
Øàã 2 çàâåðøåí.
Øàã 3 (äîêàçàòåëüñòâî ðàâíîñõîäèìîñòè).
Äëÿ ëþáîé óíêöèè f ∈ L2[0, π] âûïîëíåíî:
lim
m→∞
‖Bmf‖C = 0. (14)
7
àññìîòðèì äåéñòâèå îïåðàòîðà Bm íà ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå óíêöèè îïåðà-
òîðà L:
Bmyk(x) =
m∑
n=1
(yk(x), wn(x))yn(x)− 2
π
m∑
n=1
(yk(x), sinnx) sin nx.
Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ðàâíî 0 ïðè m < k è ðàâíî
yk(x) ïðè m > k. Âòîðîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Ôóðüå
óíêöèè yk. Òàê êàê âñå óíêöèè yk ∈ W 12 [0, π], òî ðÿä Ôóðüå óíêöèè yk ñõîäèòñÿ ê íåé
ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0, π], è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî lim
m→∞
‖Bmyk‖C = 0.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî, â ñèëó ïîëíîòû ñèñòåìû {yk(x)} (ñì. óòâåðæäåíèå 1), èç íåïðå-
ðûâíîñòè îïåðàòîðà Bm ñëåäóåò ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (14).
Øàã 3 çàâåðøåí.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ î ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè. Äëÿ ëþáîãî
k > Nθ,R îáîçíà÷èì gk(x) =
k∑
n=1
cnyn(x) (íàïîìíèì, ÷òî cn = (f(x), wn(x))). Î÷åâèäíî,
÷òî äëÿ ëþáîé óíêöèè f ∈ L2[0, π] è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m âûïîëíåíî:
‖Bmf‖C 6 ‖Bm(f − gk)‖C + ‖Bmgk‖C . (15)
Øàã 4 (îöåíêà íîðìû Bm(f − gk) â ïðîñòðàíñòâå C[0, π]).
Ïóñòü gk(x) =
k∑
n=1
cnyn(x), k > Nθ,R. Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ∈ N
‖Bm(f − gk)‖C 6 Cθ,R

( ∞∑
n=k+1
|cn,0|2
)1/2
+
‖f‖L2
kθ

 , (16)
ãäå cn,0 =
√
2/π(f(x), sinnx).
Ñ ó÷åòîì àñèìïòîòè÷åñêèõ îðìóë (2) ïîëó÷àåì:
‖f(x)− gk(x)‖L2 6
∥∥∥∥∥
∞∑
n=k+1
2
π
(f(x), sinnx) sinnx
∥∥∥∥∥
L2
+
∥∥∥∥∥
∞∑
n=k+1
√
2
π
(f(x), ψn(x)) sinnx
∥∥∥∥∥
L2
+
+
∥∥∥∥∥
∞∑
n=k+1
√
2
π
(f(x), sinnx)ϕn(x)
∥∥∥∥∥
L2
+
∥∥∥∥∥
∞∑
n=k+1
(f(x), ψn(x))ϕn(x)
∥∥∥∥∥
L2
6
6

( ∞∑
n=k+1
|cn,0|2
)1/2
+
( ∞∑
n=k+1
|(f(x), ψn(x))|2
)1/2(1 + Cθ,R
kθ
)
6
6


( ∞∑
n=k+1
|cn,0|2
)1/2
+
‖f‖L2
kθ

(1 + Cθ,R
kθ
)
.
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Ïîñêîëüêó ‖Bm‖L2→C 6 Cθ,R (ñì. (13)), òî èç äîêàçàííîãî íåðàâåíñòâà íåìåäëåííî âû-
òåêàåò îöåíêà (16).
Øàã 4 çàâåðøåí.
Ïåðåéäåì ê îöåíêå âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (15). Ïóñòü m > k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sm
îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà W 12 [0, π] â ïðîñòðàíñòâî C[0, π] ïî ïðàâèëó:
Smh(x) = 2/π
∞∑
n=m+1
(h(t), sinnt) sin nx. Çàìåòèì, ÷òî
Bmgk(x) = gk(x)− 2
π
m∑
n=1
(gk(t), sinnt) sin nx = Smgk(x)
(ïîñêîëüêó âñå ñîáñòâåííûå è ïðèñîåäèíåííûå óíêöèè îïåðàòîðà L ïðèíàäëåæàò ïðî-
ñòðàíñòâó W 12 [0, π], òî äåéñòâèå îïåðàòîðà Sm íà íèõ êîððåêòíî îïðåäåëåíî). Òîãäà
‖Bmgk‖C 6 ‖Sm(gk − gN)‖C + ‖SmgN‖C (17)
Øàã 5 (îöåíêà íîðìû Sm(gk − gN) â ïðîñòðàíñòâå C[0, π]).
Ïóñòü k,m  íàòóðàëüíûå ÷èñëà, m > k > Nθ,R. Òîãäà äëÿ ëþáîé óíêöèè f èç ïðî-
ñòðàíñòâà L2[0, π] è ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖Sm(gk − gN)‖C 6 Cθ,R,ε‖f‖L2mε−1/2k1−θ. (18)
Çàìåòèì, ÷òî ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (18) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
‖Sm(gk(x)− gN(x))‖C =
∥∥∥∥∥
k∑
n=N+1
cnSmyn(x)
∥∥∥∥∥
C
=
∥∥∥∥∥
k∑
n=N+1
cnSmϕn(x)
∥∥∥∥∥
C
,
òàê êàê yn(x) =
√
2/π sinnx+ ϕn(x), ãäå ϕn(x) îïðåäåëåíû â (2). Äàëåå,∥∥∥∥∥
k∑
n=N+1
cnSmϕn(x)
∥∥∥∥∥
C
6
(
k∑
n=N+1
|cn|2
)1/2( k∑
n=N+1
‖Smϕn(x)‖2C
)1/2
6
6 Cθ,R‖f‖L2
(
k∑
n=N+1
‖Smϕn(x)‖2C
)1/2
.
Ïðè âûâîäå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ìû ó÷ëè òîò àêò, ÷òî
k∑
n=N+1
|cn|2 6
∞∑
n=N+1
|cn|2 6 2
(
2
π
∞∑
n=N+1
|(f(x), sinnx)|2 +
∞∑
n=N+1
|(f(x), ψn(x))|2
)
6 Cθ,R‖f‖2L2.
Îöåíèì ‖Smϕn(x)‖C , âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà: ïðîñòðàíñòâî
W
ε+1/2
2 [0, π] →֒ C[0, π] ([1, ï. 4.6.2℄). Ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0,
‖Smϕn(x)‖C 6 Cε
( ∞∑
j=m+1
j2ε+1|(ϕn(x), sin jx)|2
)1/2
=
9
= Cε
( ∞∑
j=m+1
j2ε−1|(ϕ′n(x), cos jx)|2
)1/2
6 Cεm
ε−1/2‖ϕn(x)‖W 1
2
. (19)
Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì è ó÷ëè òîò àêò, ÷òî
ϕn(0) = ϕn(π) = 0.
Òàê êàê èç àñèìïòîòè÷åñêèõ îðìóë (2) ñëåäóåò, ÷òî ϕ′n(x) = nηn(x) + u(x)yn(x), òî
‖ϕn(x)‖W 1
2
6 Cθ,Rn
1−θηn, ãäå ‖{ηn}‖l2 6 Cθ,R. Çíà÷èò,
‖Smϕn(x)‖C 6 Cθ,R,εmε−1/2n1−θηn.
Èòàê, ïåðâîå ñëàãàåìîå â (17) íå ïðåâîñõîäèò
‖Sm(gk − gN)‖C 6 Cθ,R,ε‖f‖L2
(
k∑
n=1
m2ε−1n2−2θη2n
)1/2
6 Cθ,R,ε‖f‖L2mε−1/2k1−θ.
Øàã 5 çàâåðøåí.
Ïåðåéäåì êî âòîðîìó ñëàãàåìîìó â (17). Äåéñòâèå îïåðàòîðà Sm íà óíêöèè gN îöåíè-
âàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê â (19):
‖SmgN(x)‖C 6 Cεmε−1/2‖gN(x)‖W 1
2
.
Â øàãå 2 ìû äîêàçàëè îöåíêó: ‖PN(u)‖L2→W 12 6 Cθ,R. Òàê êàê gN = PNf , òî‖gN‖W 1
2
6 Cθ,R‖f‖L2. Çíà÷èò,
‖SmgN‖C 6 Cθ,R,ε‖f‖L2mε−1/2. (20)
Èç íåðàâåíñòâ (17), (18) è (20) òåïåðü ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî
‖Bmgk‖C 6 Cθ,R,ε‖f‖L2mε−1/2k1−θ. (21)
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü ïîëîæèòü M = N2 è çàìåòèòü, ÷òî
äëÿ ëþáîãî m > M èç (16) è (21) ñëåäóåò îöåíêà (4) (íóæíî âçÿòü â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ
k = [
√
m] + 1). Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Àâòîð áëàãîäàðèò ïðî. À.À.Øêàëèêîâà è äîö. À.Ì.Ñàâ÷óêà çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ.
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